2.5 NUP@RICK.& INTEGRACE

Hlavni my3lenke numerického vypodtu uréitého integrélu f f (X ) dx spojité
funkee f (X) v intervelu <Q,bd- kde pfedpoklédéme, fe mese @, b jsou konelné
‘redlnd &fsle - spolivé ve vyaédf‘eni integrélu jake linedrnd kombmaee fmmkénieh
hodnot funkece f €X) v nékterych bedech X intervalu <Q, b podle vzt.ehu.

[Fdx =2 4 flc)re (2.63)

iz ] J 4
a J
kde N je polet &lenl uvaZovanych v sumsci (dosud bii¥e neurdeny), A\ll Jasou souéiuv
nitele lineérnich kombinaci (rovn&%Z dosud bliZe neurdlend), /{/ jsou dosud bliZe
neuréené bodly z intervalu <Q, b>ga e Jje chyba, kieré se dopustime, nehradime-li

f f'(x dX sumac{ % HJ 7[(){/)

Dosud bliZfe neurfené velidiny /1 , #J a Xj pro J = ],..,n jsou uriovény s
poiadavku; aby numerické integrace (2. 83) byle pfesné pro véechny polynomy f (X )
stupn nejvyse rovného /7 (tj. eby pro viechny polynomy stupn& nejvyde rovného
zadenému /M platil vzteh (2. 83) a déle, gby v tomto vztahu bylo 6’ 0)

PFi vyuce numerické matematiky se posluchadi seznémili se zdklednimi metode-
ni numerické integrace'funkce jedné prom&nné jeko jsou lichob&Znikové nebe Simp-
sonovo pravidlo = podrobnéji napk. [20] ’ [21;. U t&chto dvou metod uvedems pouze
algoritmy vypo¥tu urfitého integrélu f b f (x) dx.

a

2¢5¢.1. Lichob&Znikové a Simpsonovo pravidlo

Zvolime-1i ma intervalu <Q b)posloupnost ma+ 1 uz1a X 2 Q X X B b}
které tento intervel rozd&luji na M stejnd velkjch sublntervelﬂ <X “, } .
platd B

X; =X, +Zh kde =*L(b“a) o - (2.84)

pak slgoritmus vypo¥iu urlitého integrélu f f (X ) dx
a) lichob&inikovym prawlﬁlem ué tver

ff(x)dx ZI Zf [lf(xi') [(X)] (2.85)
s-—..[if@z +2f(x ""Zf("’m-r) )F(X'ﬂ)]i

b) Simpsonovym pramdlem mé tvar
[r6dars - [f6)r 4l 2fr)et o) 2 ) -
£ 2 f (s ) 4 F (i) +f (1) ]

Poznamene jme, %e pro poufiti Simpsonove pravidla je nutné, aby &isle M

" bylo sudé. Pokud je funkce f (X ) nejvyse linedrn{ (kvadratickou) funkef v pro-
méané X na <q, b >, tek je pPi pouziti lichobd%nikového (Simpsonove) pravidle
integpdl f f‘(x) dkx  vwypodten presnd.
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2.5.,2. Gaussovy kvadrsturni formule

Pro odvozeni Gaussovy kvadraturni formule vyjdeme z poZadavku, aby vzteh
(2.83) byl splnén presn& pro polynomy stupné nejvyle 2m-1 (tj. pro polynomy s
2m libovolnymi redlnymi koeficienty). Tedy pro splriéni poZadevku presné integra=
ce polynomd stupné Zm - ! je ve vztahu (2.83) € = 0.

(izx}aéimz 11 (X) = k pro k=0, , om -] e déle fX dx =
= (b ' + (k+ ! ), pak ziskéme ze vztahu (2.83) soustavu 2m nelineérnich
rovnic

n p '
Y =j£f ;,/J. Xj pro K =0, ..,2m-1 (2.87)

kterd obsahuje Qn neznémych 4 y o ,/'/ /\’,, . o 9 Xn' Aby bylo moZno tuto sous=
tavu jednoznelné vyredit musi byt fl = M _. Poznamenejme jen, Ze tato podminka je
nutné (vzhledem k 11neérni nezévislosti rovnic v soustavé (2.87) pokud plati

XL ;‘X pro ( —‘j a j =7, .. ,m), nikoliv postaiujici - podrobn&ji
napf'. [21] . Pokud lze soustavu (2.87) nelineédrnich rovnic Fe3it a je~li feSen{
reélné, pak ziskdvdme pi‘imo koeficienty l/, R U a uzly X’, o oy X Gaussovy
kvadraturni formule.

Zjednodudime-1i pon&kud zadéni dlohy numerické integrace (2.83) @& to tak,
3e hleddme ur&ity integrél funkce F (g) pna intervalu ; € <'7, ! >ve tvaru

! n
I,F(§)dféj% WJF(L-)*“E (2.88)

p¥i zachovéni poZadavku piesné integrace v3ech polynomd stupné nejvyde 2n -1
lze urlit koeficienty W; (tzv. véhové koeficienty p¥isludné jednotlivym uzldm 5/
Gaussovy formule) a soufradnice {j o Vysledky jsou uvedeny v tab.2.2.

n J §, w;

2 1 - 0,577 350 27 1,0
2 0,577 350 27 1,0

3 1 - 0,774 596 67 0,555 555 56
2 0,0 0,888 888 89
3 0,774 596 67 0,555 555 56

4 1 - 0,861 136 31 0,652 145 15
2 - 0,339 981 04 0,347 854 85
3 0,339 981 04 0,347 854 85
4 0,861 136 31 0,652 145 15

8 1 - 0,960 289 86 0,101 228 54
2 - 0,796 666 48 0,222 381 03
3 - 0,525 532 41 0,313 706 65
4 - 0,183 434 64 0,362 683 78
5 0,183 434 64 0,362 683 78
6 0,525 532 41 0,313 706 65
7 0,796 666 48 0,222 381 03
8 0,960,289 86 0,101 228 54

Tab.2.2.
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Poznamene jme, Ze zjednodufeni vstehu (2.83) ne (2.88) v Zédném pF{pad¥ nes-
niZuje obecnost vysledkd uvedenfch v tab.2.2., protoZe lze vidy provést transfor-
maci integrélu '

fasf('x') dy - [77 F(5) df )‘ (2.89)
xe X = [(b-a) £+ (a +b)]/2.

2.9.3. Funkce dvou promé

Lichob&Znikové a Simpsonovo pravidlo pripadn® i Geussovy formule numerické
integrace mohou byt pomErn® jednoduse zobecn&ny pro pfipad integrace funkce dvou
a vice proménnych. V tomto odstavei uvedeme zobecnéni Gaussovych formuli pro pfi-
ped funkce dvou prom&nnych.

Pri vypo&tu dvojného 1ntegréluf f f(x,y)d)( afy spojité funkce f(X y)
v oblasti X € <Xy ,X ye <yd ; y;, pomoci Gaussovych formul{ nejprve provedeme
trenafomcl integrédlu ‘

LGy dd[ [ FEn)dsdr, o
ke X =[(% Xd)jk(xrxd)]/g « y=[ly- w7+ (7%, ]/2

Dalaf postup numerické integrace vyplyvé z (2. 88) a z nésledujicich vztahd
1 A1 f r n N
LA eGa)asay < [ 12 oGl
n r n
a})_:’ W, f' [({/./72)617 -% [- ({,u )]= (2.91)

'5%_, Wi WJ"F(fJ'/?z)z

kde W; , W jsou véhové koeficienty Gausaovy integraini formule pro dené N
pi‘ialuéné uzlﬁn f, ’ ZJ « Soufadnice ft , ?J uzld a jim pf'isluéné véhové

koeficienty W, H’l// jsou uvedeny v tab.2.2.

2.2.4. Zhodnocen{ jednotlivgch metod

Srovnéme-1i uvedené metody 2z hlediska pfesnosti v zdvislosti na poftu uzld
lze konstatovat, Ze :

a) Simpsonovo pravidlo s m uzly dédvd v primEru stejnou piesnost jako lich’obéz-'
nikové pravidlo s 2m usly;

b) Gaussova formule 8 /M uzly mé primirnd stejnou pfesnost jako Simpsonovo pra-
vidlo 8 2m uzly.

Pokud srovnéme tyto metody z hlediska po¥tu nutnych operacf pii zachové.ni
ste jného stupn& pfesnoati pti pouZit{ jednotlivych metod platf :
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a) pofet operaci potfebnych k wypoftu integrélu podle Simpsonove pravidla je pPi-
bliZn& dvakrét mend{ neZ pfi uZiti lichob&Zinikového pravidla;

b) pofet operaci nutnych k vypoétu integrédlu podls nékteré Gaussovy formule je
zhruba dvekrét men3{ ne% u Simpsonova pravidla.

Poznamenejme,»ze tato tvrzen{ vyplyvaj{ z nutného po¥tu uzld pro jednotlivé
formule pfi zachovdni stejné pPesnosti.

Jak vyplyvé z tohoto srovndni jednotlivyech metod numerické integrace, je uZi-
t{ Gaussovych formul{ nejvyhodn&ji{. Ov3em napf. pro numerické integrovéni vjsled-
kd experimentélnich zkousek, u nich¥ nelge zajistit mé&Feni v pfedem stanovenych
bodech»je uzit{ Gaussovych formul{ pom¥&rn& obtiZné.

2.6, NEKTERE NUMERICKE METODY PRO RESENf DIFERENCIALNICH ROVNIC

Prevéind v8t8ina inZenyrskych dloh je popséna diferenciéinimi rovnicemi.
Obecn& lze rici, Ze libovolny fyzikélni jev, ve kterém dochdzi ke zkouméni zmény

alespon jedné prom®nné velifiny ve vztanu k veliin¥ druhé, je popsén diferen-
c¢iéln{ rovnici.

V tomto odstevci uvedeme nZkteré, v soudasné dob& pomdrn& &asto pouZivané,
.metody pro reSeni diferenciélnich rovnic (af ji% obyZejnych nebo parciélnich).
VyZet zde uvedenych metod nelze v Z4dném pfipad& povaZovat za dplny a viechne
'tvrzeni kteréd budou uvedena by 8i m8l &tendd spojit se*znaloetmi ziskanymi pii
vyuce matematiky. V3echny zde popsané metody budou vyloieny z hlediska jejich
mo¥né vyuZitelnosti pro automatizaci vypottu.

Dfive nel popiéeme nékteré metody pro numerické feBeni diferencidlnich rov-
nic, uvedeme n&které otdzky, jejichZ zkouménim je nutmo se zabyvat pfi jejich
pou%iti :

a) Jak velkych chyb se dopoustime v ka%dém kroku vipodtu a jak tyte chyby ovliv-
nuj{ vysledky ziskané danou metodou v nésledujicich krocich x .

b) Stenoveni polétedniho odhadu Feden{ (coZ byv4 problémem u téch metod, kterd
vy2aduji pro vypofet hodnoty funkce v deném bod& znalost hodnot této funkee v
n8kolike jingch bodech).

c) Rychlost metody, které zvladt® u velkych xx)soustav diferencidélnich rovniec
podststnd ovlivnuje spot¥ebu strojového &asu i na velkych po¥ita&fch. P¥i vol-
b& konkretni metody je proto nutno pfihliZet i k jejich rychlosti.

Poznamene jme, %e teorie numerického FedSeni diferenciélnich rovnic je velmi
rozsédhld - podrobndji napi. [13] » [1s], [16]. [2] [25] -

x) Poznemene jme, %e chybemi jsou v této dvaze nezyvdny souhrn& chyba metody e

zaokrouhlovaci chyby. Metody, u nichZ chyby vzniklé v jédnom kroku Fe8eni
nemaji tendenci se zvySovat v deldich krocich, nazyvéme stabilni.

xx) Nap¥. soustavu desetzlobyéeanych diferencidlnich rovnic o deseti neznémych
funkcich lze ji2 povazovat ze velkou = podrobné&ji viz [25] [28]
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